1. LOKALNI A GLOBALNI EXTREMY
Definice 1.1. Rikdme, Ze f : R — R je rostouci v bodé a € R, prdave kdyz existuje P(a) C D(f) takové, Ze
Ve € P~ (a): f(x) < f(a) aVx € PT(a) : f(z) < f(a). Analogicky definujeme funkci klesajici, neklesajici
nebo nerostouci v bodé.
Véta 1.1. Necht f : R — R a (b,c) C D(f). Je-li f rostouci na (b,c), je f rostouci v kazZdém bodé
z € (b,c).
Definice 1.2. Rikdme, Ze f : R — R md v bod¢ a € R

(1) ostré lokalni maximum, prdvé kdyz ezistuje P(a) C D(f) takové, Ze Vo € P(a) : f(z) < f(a).

(2) ostré lokalni minimum, pravé kdyz existuje P(a) C D(f) takové, Ze Vo € P(a) : f(z) > f(a).
Pokud zaménime ostré nerovnosti za neostre, obdrzime definice lokdlniho maxima, resp. lokalniho minima.
Ma-li funkce v bodé a € R lokdlni maximum nebo lokadlni minimum, mluvime souhrnné o lokalnim extrému.
Véta 1.2. (Postacujici podminka pro ”lokalni monotonii” ) Necht f : R — R,

a € R a existuje f'(a) € R*. Pak
(1) je-li f'(a) >0, je f v a rostouct,
(2) je-li f'(a) <0, je f va klesajict,

Véta 1.3. (Nutnid podminka pro lokalni extrém) Necht f : R — R a € R a existuje f'(a) € R*.
Ma-li f v bodé a lokdlni extrém, pak f'(a) = 0.
Je dobré uvédomit si smér predchozich tvrzeni :
(extrém v bodé = nulovd derivace v bodé)
resp.

(kladnd derivace v bodé = funkce v bodé roste).
Véta 1.4. (O globalnim extrému) Necht a,b € R a f: R — R je spojitd na < a,b > . Oznacme
M = {z € (a,b)|f'(z) =0V f'(z) neexistuje} U {a, b}.

Pak maXge<a,b> f(x) = MaXzeM f(a:) a MiNge<qp> f(x) = mingem f(x)

2. VETY O STREDNI HODNOTE

Véta 2.1. (Rolleova véta) Necht a,b € R a f: R — R. Necht plati
(1) f je spojitd na uzavieném intervalu {(a,b),
(2) pro kazdé x € (a,b) existuje f'(x) € R*,
(3) fla) = f(b).

Pak ezistuje cislo ¢ € (a,b) takové, Ze f'(c) = 0.

Véta 2.2. (Lagrangeova véta o prirustku funkce) Necht a,b € R a f : R — R. Necht plati
(1) f je spojitd na uzavieném intervalu {(a,b),
(2) pro kazdé x € (a,b) existuje f'(x).

Pak existuje ¢islo ¢ € (a,b) takové, Ze

£y = TOIO ot 56y — f10) = 7000 - o)

Véta 2.3. (O limité jednostranné derivace) Necht f : R — R je zprava spojitd v bodé a € R. Necht
ddle existuje lim, .+ f'(x) = A € R*. Pak existuje f'(a) a je fi(a) = A.

Véta 2.4. (’'Hospitalovo pravidlo) Necht f,g: R — R, a € R*. Necht ezistuje

Z;:Eg = A a necht je splnéna jedna z podminek

(1) limg o f(2) = limg—q g() = 0,
(2) Tim—q |g(2)| = oo

L @) f@) _
Pak existuje lim,_., o aJe lim,_., o = A.

lim,_,,



3. DERIVACE FUNKCE, MONOTONIE A LOKALNI EXTREMY
Véta 3.1. (O monotonii na intervalu) Necht f : R — R je spojita na intervalu I a necht v kaZdém
vnitinim bodé 1 existuje derivace f'(x). Pak
(1) Je-li f'(z) > 0 pro kazdy vnitini bod x intervalu I, je f rostouci na 1.
(2) Je-li f'(z) <0 pro kazdy vnitini bod x intervalu 1, je f klesajici na I.
(3) Je-li f'(z) =0 pro kazdy vnitini bod intervalu I, je f konstantni na I.
Véta 3.2. (Postacujici podminky pro lokalni maximum) Necht f : R — R je spojitd v a € R. Pak
(1) Je-li f rostouci na P~ (a) a klesajici na P*(a), pak f md v bodé a ostré lokdlni mazimum.
(2) Je-liVx € P~(a): f'(x) >0 aVz € Pt(a): f'(x) <0, pak f md v bodé a ostré lokdlni maximum.
Véta 3.3. (Postacujici podminky pro lokalni minimum) Necht f : R — R je spojitd v a € R. Pak
(1) Je-li f klesajici na P~(a) a rostouci na P*(a), pak f md v bodé a ostré lokdlni minimum.
(2) Je-liVx € P~(a): f'(z) <0 aVx € Pt(a): f'(x) >0, pak f md v bodé a ostré lokdlni minimum.
Véta 3.4. Necht f: R — R,a € R a ezistuje n € N,n > 1 takové, Ze
F(@) = f(@) = - = f*(a) = 0 a f(a) £ 0. Pak
(1) Je-li n sudé a f™(a) >0, pak f md v bodé a ostré lokdlni minimum.
(2) Je-lin sudé a f™(a) < 0, pak f md v bodé a ostré lokdlni mazimum.
(3) Je-li n liché a f™(a) > 0, pak f je v bodé¢ a rostouci.
(4) Je-lin liché a f™(a) <0, pak f je v bodé¢ a klesajici.

4. KONVEXNI A KONKAVNI FUNKCE

Definice 4.1. Necht f : R — R je definovand na intervalu 1.
(1) Rikdme, Ze f je na intervalu I ryze konvexni, prdvé tehdy, kdyZ pro libovolnou trojici x1,xs, T3 €
I 2y <29 <3 plati
f(zs) — f(a1)

Flaa) < fla) + H2—L

(2) Rikdme, Ze f je na intervalu I ryze konkavni, prdvé tehdy, kdyz pro libovolnou trojici xy, 2,3 €

L xy <29 <3 plati
f(x3) — f(x1)
T3 — X1

(X9 — x1).

f(x2) > f(z1) +

Pokud budeme v prunim pripadé psdat nerovnost <, mluvime o funkci konvexni na intervalu I. Piseme-li v
druhém pripadé nerovnost >, mluvime o funkci konkavni na intervalu I.

(ZE‘Q — $1).

Véta 4.1. f: R — R je ryze konvexni na I, prave kdyzZ Va,,xq,x3 € I, 11 < 19 < X3 je

(1) f(z2) — f(z1) - f(x3) — f(z1) _ flx3) — f(xg).

To — X1 T3 — a1 XT3 — X2

Véta 4.2. (O konvexnosti na intervalu) Necht f : R — R je spojitd na intervalu I a necht v kaZdém
vnitrnim bode intervalu I existuje druha derivace. Pak

(1) Je-li f"(z) > 0 v kaZdém vnitinim bodé x intervalu I, je f ryze konvezni na 1.

(2) Je-li f"(z) <0 v kaZdém vnitinim bodé x intervalu I, je f ryze konkdvni na I.

(3) Je-li f"(x) =0 v kazdém vnitinim bodé x intervalu I, je f linedrni na 1.
Definice 4.2. Necht f : R — R,a € D(f) a ezistuje viastni f'(a).

(1) Rikdme, Ze f je v bodé a ryze konvexni, prdavé kdyz existuje P(a) takové, Ze

Vo € P(a) :
(2) f(@) > fla) + f(a)(z — a).
(2) Rikdme, Ze f je v bodé a ryze konkavni, prdvé kdy? existuje P(a) takové, Ze
Vz € P(a):

(3) f@) < fa) + f'(a)(z = a).

(3) Rikdme, Ze a je inflexni bod prdve kdyz ezistuje P(a) takové, e Vax € P~(a) plati (4) aVx € P (a)
plati (5) nebo naopak Vx € P~(a) plati (5) a Vx € P (a) plati (4).
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Véta 4.3. (Postacujici podminka pro konvexnost, konkdvnost v bodé) Necht
f:R—TR,a€R a existuje f"(a).

(1) Je-li f"(a) >0, pak f je ryze konvezni v a.

(2) Je-li f"(a) <0, pak f je ryze konkdvni v a.

Véta 4.4. (Nutna podminka pro inflexni bod) Necht f : R — R, a € R a ezistuje f"(a). Je- lia € R
inflexni bod f, je f"(a) =0

5. ASYMPTOTA

Definice 5.1. Necht f : R — R. Linedrni funkce p : y = kx + ¢, € R se nazjvd asymptotou [ v oo
(resp. v —0), jestlize
lim [f(z) — (kz +¢)] = 0.

r—=+00
Véta 5.1. (O asymptoté) Linedrni funkce p : y = kx + q,z € R je asymptotou f v oo pravé tehdy, kdyz

(1) lim, o, 12 =k e R,
(2) lim, [f(x) — kx] = q € R.



